Prostota i niepewnos¢

Ta cze$¢ zajmuje sie kwestig, jak dokonywad przewidywan w nieznanym srodowisku. Po krétkim opisie
waznych postaw filozoficznych dotyczacych rozumowania indukcyjnego i wnioskowania, doktadniej
opisujemy, co rozumiemy przez indukcje, i motywujemy, dlaczego mozemy skupic sie na zadaniach
przewidywania sekwencji. Najwazniejszg koncepcjg jest zasada brzytwy Ockhama (prostota).
Rzeczywiscie, mozna wykaza¢, ze najlepszym sposobem dokonywania przewidywan jest oparcie sie na

najkrétszym (— ' najprostszym) opisie sekwencji danych, jaki do tej pory widziano. Najbardziej ogélne
skuteczne opisy mozna uzyskaé¢ za pomocg ogdlnych funkcji rekurencyjnych lub réwnowaznie,
uzywajgc programow na maszynach Turinga, zwtaszcza na uniwersalnej maszynie Turinga. Dtugosc
najkrotszego programu opisujgcego dane nazywa sie ztozonoscia Kotmogorowa danych. Niestety
ztozonos$é Kotmogorowa nie jest skoficzenie obliczalna, co sprawia, ze konieczne jest wprowadzenie
kilku stabszych pojec¢ obliczeniowych. Teoria prawdopodobienstwa jest potrzebna do radzenia sobie z
niepewnoscig. Srodowisko moze byé procesem stochastycznym (np. domy gry lub fizyka kwantowa),
ktéry mozna opisac za pomoca ,,obiektywnych” prawdopodobienstw. Ale réwniez niepewna wiedza o
Srodowisku, ktéra prowadzi do przekonann na jego temat, moze by¢ modelowana za pomoca
,Subiektywnych” prawdopodobienstw. Stare pytanie pozostawione otwarte przez subiektywistow, jak
wybieraé¢ prawdopodobieistwa a priori, rozwigzuje uniwersalne prawdopodobiefistwo a priori
Solomonoffa, ktdére jest luzno powigzane ze ztozonoscig Kolmogorova. Gtownym wynikiem
Solomonoffa jest to, ze uniwersalne (subiektywne) a posteriori zbiega sie do prawdziwego
(obiektywnego) srodowiska (prawdopodobienstwa) fi. Jedynym zatozeniem dotyczgcym /x jest to, ze
/i (ktore nie musi by¢ znane!) jest obliczalne. Problem nieznanego $Srodowiska /i jest zatem rozwigzany
dla wszystkich problemdéw typu indukcyjnego, takich jak przewidywanie sekwencji i klasyfikacja. Na
koniec pokazujemy (nie)istnienie uniwersalnych prawdopodobienstw a priori dla innych
wprowadzonych pojec¢ obliczalno$ci. Po wolniejsze i bardziej szczegdétowe wprowadzenie do ztozonosci
Kolmogorowa i indukcji Solomonowa oraz wiekszosci dowoddéw nalezy zapoznac sie z doskonatg
ksigzka Li i Vitanyi.

Wprowadzenie

Jednym z bardzo waznych i nietrywialnych aspektdw inteligencji jest wnioskowanie indukcyjne. Po
omoéwieniu kilku przyktadéow przedstawiamy podstawy filozoficzne, a nastepnie sekwencyjne
ustawienie, ktére nas interesuje.

Przyktady problemoéw indukcyjnych

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jutro wzejdzie storice? Nasuwa sie kilka odpowiedzi:
Prawdopodobienstwo jest nieokreslone, poniewaz nigdy nie byto eksperymentu, ktéry sprawdzatby
istnienie stonca jutro (problem klasy odniesienia). Prawdopodobieristwo wynosi 1, poniewaz we
wszystkich eksperymentach w przesztosci storice wzeszto. Prawdopodobienstwo wynosi 1 - €, gdzie €
<< 1 to proporcja gwiazd we wszechswiecie, ktére eksplodujg jako supernowa na dzieA.
Prawdopodobiefistwo mozna wywnioskowac z typu, wieku, rozmiaru i temperatury storica, nawet jesli
nigdy nie obserwowalismy innej gwiazdy o doktadnie takich wtasciwosciach. Prawdopodobierstwo
wynosi d+1/d+2 , gdzie d to liczba minionych dni, w ktérych wzeszto storice (reguta Laplace'a). Innym
przyktadem sg rozszerzajace sie sekwencje binarne, takie jak 100100100001111- 1101101010100...
Sekwencja wyglada losowo, wiec prawdopodobnie jest to réwniez jej kontynuacja. Doktadniejsze
przyjrzenie sie ujawnia, ze cigg jest rozwinieciem binarnym TT, wiec prawdopodobnie lepiej bedzie
przewidzie¢ jego kontynuacje 010001.... Wolimy odpowiedz 010001..., poniewaz widzimy w ciggu
wiecej struktury niz tylko losowe cyfry.



Jako inny przyktad rozwazmy ciagi liczb x1,X2,X3,Xa,..., takie jak 1,2,3,4,... testow IQ. Praktycznie kazdy
przewiduje xs = 5 jako nastepng liczbe, poniewaz xi = i dlai = 1...4, ale xs = 29 mozna réwniez
argumentowad, poniewaz x; = i* -10i® + 35i%-49i + 24. Wolimy odpowiedz 5, poniewaz relacja liniowa
obejmuje mniej dowolnych parametrow niz wielomian 4-tego rzedu. Trudniejsze jest
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,?. Nastepng liczbg moze by¢ 61, poniewaz jest to
nastepna liczba pierwsza, lub 60, poniewaz jest to rzad nastepnej grupy prostej. Wiekszos¢ odpowie
61, poniewaz liczby pierwsze sg bardziej znanym pojeciem niz grupy proste. Powyzsze przyktady
pokazujg, ze znajdowanie regut przewidywania dla kazdego konkretnego (nowego) problemu jest
ucigzliwe i podatne na nieporozumienia lub sprzecznosci. Potrzebujemy formalnej ogdlnej teorii
przewidywania.

Ockham, Epikur, Hume, Bayes, SolomonofF

Ogdlnie rzecz bioragc, indukcja to proces przewidywania przysztosci na podstawie przesztosci, a
doktadniej, to proces znajdowania regut w (przesztych) danych i wykorzystywania tych regut do
odgadywania przysztych danych. Przewidywanie pogody, prognozowanie gietdowe lub ciggte serie
liczcbowe w tescie IQ to nietrywialne przyktady. Tworzenie dobrych prognoz odgrywa centralng role w
naturalnej i sztucznej inteligencji w ogdle, a w uczeniu maszynowym w szczegdélnosci. Z jednej strony
indukcja wydaje sie mie¢ miejsce w 2zyciu codziennym poprzez znajdowanie regularnosci w
poprzednich obserwacjach i wykorzystywanie ich do przewidywania przysztosci. Z drugiej strony ta
procedura wydaje sie dodawac wiedze o przysztosci z poprzednich obserwacji. Ale jak mozemy
wiedziec¢ co$ o przysztosci? Ten dylemat i zasada indukcji w ogdéle majg dtugg historie filozoficzna:

e Zasada Epikura wielorakich wyjasnien (342?-2707? p.n.e.) Jesli wiecej niz jedna teoria jest zgodna z
obserwacjami, zachowaj wszystkie teorie.

e Zasada brzytwy Ockhama (prostota) (12907?-1349?) Bytow nie nalezy mnozy¢ ponad koniecznos¢ -
lub - zachowac najprostszg teorie zgodng z obserwacjami.

e Negacja indukcji Hume'a (1711-1776) Wiara w mozliwos¢ prawdziwej indukcji nie moze by¢
uzasadniona racjonalnie.

e Reguta Bayesa dla prawdopodobienstw warunkowych (1702-1761) . Méwi nam, jak aktualizowac
nasze przekonania/prawdopodobienstwa podczas pozyskiwania nowych danych. Solomonoff sprytnie
zjednoczyt zasady Epikura, Ockhama i Bayesa w jedng formalng uniwersalng teorie wnioskowania
indukcyjnego. Sposréd wszystkich mozliwych schematéw indukcji jest to optymalna metoda
dokonywania przewidywan.

Konfiguracja problemu

Kazdy problem indukcyjny mozna sformutowac jako zadanie przewidywania sekwencji. Jest to
najwyrazniej zilustrowane w domenie przewidywania szeregédw czasowych. Po zaobserwowaniu
danych x: w czasach t < n, zadaniem jest przewidzenie symbolu n-tego x, z sekwencji Xi...Xn-
1.Klasyfikacja moze by¢ réwniez postrzegana jako zadanie przewidywania sekwencji. Zadanie
klasyfikowania nowej instancji z, po zobaczeniu par (instancja, klasa) (zi,c1),...,(Zn-1,Cn-1) MoOZna
sformutowac jako przewidywanie kontynuacji sekwencji zic;...zn-1¢n-1zn. Uczenie maszynowe czesto
zajmuje sie znalezieniem prawdziwego, predykcyjnego lub przyczynowego modelu na podstawie
zaobserwowanych danych. Ten krok jest wazny dla zrozumienia rozwazanej domeny. Zrozumienie jest
czesto celem samym w sobie, ale ostatecznie celem jest zastosowanie modelu do dokonywania
przewidywan. W tym ujeciu uczenie sie modelu jest tylko krokiem posrednim. Bezposrednie badanie
przewidywan opartych na wczesniejszych obserwacjach bez omawiania modeli zostato nazwane



podejsciem prekwencyjnym przez Dawida do przewidywan sekwencji, a wnioskowanie transdukcyjne
przez Vapnika do klasyfikacji i regres;ji. Kilka trudnych kwestii jest unikanych przez porzucenie modeli.
Obejmuje to pytania o spéjnos¢ modelu, tj. czy prawdziwy model moze by¢ nauczony i jak oddzieli¢
szum od uzytecznych danych . Mozna nawet pdéjs¢ o krok dalej i zapyta¢, dlaczego chcemy tworzy¢
przewidywania. Zazwyczaj celem przewidywania jest maksymalizacja zysku/wartosci lub réwnowaznie
minimalizacja straty. Rozwazajgc tylko zyski lub straty, unika sie pytan o to, czy algorytmy
przewidywania zbiegajg sie do najlepszego mozliwego algorytmu przewidywania (tj. czy s3
samostrojace). Algorytmy, dla ktérych strata zbiega sie do minimalnej mozliwej straty, nazywane sg
samooptymalizujgcymi . Jest to stabsze zapotrzebowanie niz zdolno$é do samostrojenia, ale czesto jest
to wszystko, na czym nam naprawde zalezy. Gtéwnym celem jest badanie algorytméw, ktére
minimalizujg strate. Zbieznos¢ rozktadéw prawdopodobienstwa a posteriori lub samych algorytméw
lub modeli jest rozwazana tylko wtedy, gdy jest to przydatne dla ostatecznego celu minimalizacji strat.
Podsumowujac nasze podejscie:

e Kazdy problem indukcyjny mozna sformutowac jako zadanie przewidywania sekwencji.
e Oddzielenie szumu od danych nie jest konieczne w tym ustawieniu.

Po wyjasnieniu podejscia musimy teraz zagtebi¢ sie w matematyke, zanim bedziemy mogli przedstawic
schemat indukcji SolomonofF.

Algorytmiczna teoria informacji
W tej sekcji podajemy bardzo krétkie wprowadzenie do ztozonosci Kolmogorowa.
Definicje i notacja

Piszemy IN={1,2,3,...} dla zbioru liczb naturalnych, IB* dla zbioru skoriczonych ciggdw binarnych i IB*
dla zbioru nieskonczonych ciggéw binarnych. Uzywamy liter i,k,n dla liczb naturalnych, x,y,z dla
skonczonych ciggdéw, € dla pustego ciggu, 1" ciggu n jedynek, €(x) dla dtugosci ciggu x, i w dla
nieskoficzonych ciggdw. Piszemy xy dla konkatenacji ciggu x z y. Kazdy przeliczalny zbiér mozna
zidentyfikowaé za pomocg IN za pomocg bijekcji. Cigg mozemy interpretowac jako binarng
reprezentacje liczby naturalnej. Niestety, naiwna identyfikacja nie bedzie unikatowa, poniewaz na
przyktad ciggi 00101 i 101 reprezentujg liczbe 5. Otrzymujemy bijekcje, jesli mapujemy x na liczbe
naturalng, ktdra ma reprezentacje binarng 1x (x z prefiksem 1). Odejmujemy 1 od tej liczby, poniewaz
potrzebujemy bijekcji miedzy IB” i INo= {0,1,2,3,...} . Przy tej identyfikacji loga(x+1)-1l< £(x) < loga(x+1).
Cigg x nazywany jest (wtasciwym) prefiksemy, jesli istnieje z(z¢€) takie, ze xz = y. Zbiér ciggdw nazywany
jest bezprefiksowym, jesli zaden element nie jest wiasciwym prefiksem innego. Zbiér bezprefiksowy V
nazywany jest réwniez kodem prefiksowym. Kody prefiksowe majg waing witasciwosé spetniania
nieréwnosci Krafta
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ktére sg jednoznacznie dekodowalne, poniewaz x' i y' sg prefiksami. Poniewaz ' stuzy jako separator,
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. Parujemy ciagi x i y (oraz z) za pomoca <x,y> :=x"y (oraz <x,y,z> :=x'y'z),

zbidr tworzy asymptotycznie krétszy kod prefiksowy z

zapisujemy réwniez f{x,y) zamiast f{x’y) dla funkcji f. Skracamy limy, . [f(n)—g(n)] =0 przez

f(r) = g(n)
. n) IS mowimy, ze f zbiega sie do g, nie implikujac, ze samo
fln)~gin)

limy—coglni) istnieje.

Zapisujemy i méwimy, ze f jest asymptotycznie proporcjonalne do g, jesli 30< ¢ <oe:

limy, .o f(n)/gln)=c Zapisujemy ”:‘Zh, jedli a nie jest duzo wieksze niz b, z precyzjg
niesprecyzowang. Notacja Big-O f(x) = O(g{x)) oznacza, ze istniejg state c i xo > 0 takie, ze
|f ()] < elglr)] o > 2o . Notacja matego o f{x) = o(g{x)) skraca sie do hmy oo flz)/glz) =10,
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Piszemy flz) < g(x) dlaf(x) = 0(g{x)) i fley <glz) g, fla) < gla]+0(1) Odpowiednie réwnosci
mozna zdefiniowac w podobny sposdb. Zachodzg one, jesli odpowiadajgce im nierdwnosci zachodzg w
obu kierunkach.

Maszyny Turinga

Maszyne Turinga mozna uwazaé za zidealizowang forme komputera. Sktada sie ona z tasm (pamieci),
gtowic odczytu/zapisu, tabeli regut (programu) i stanu wewnetrznego (wskaznika instrukcji). Formalng
definicje mozna znalez¢ w dowolnym podreczniku teorii obliczalnosci. Zbiér czesciowo rekurencyjnych
funkcji pokrywa sie ze zbiorem funkcji obliczalnych za pomocg maszyny Turinga. Méwimy, ze zbiér
obiektéw S = {01,0,03,...} mozna (efektywnie) wyliczy¢, jesli istnieje maszyna Turinga odwzorowujaca i
na <op>), gdzie <> jest pewnym domysinym kodowaniem elementdw w S. Znaczenie czesciowo
rekurencyjnych funkcji i maszyn Turinga wynika z nastepujacych tez:

Teza 2.3 (Turing) Wszystko, co cztowiek moze rozsgdnie uznac¢ za mozliwe do obliczenia przy uzyciu
ustalonej procedury, moze by¢ rdwniez obliczone przez maszyne Turinga

Teza 2.4 (Church) Klasa algorytmicznie obliczalnych funkcji numerycznych (w sensie intuicyjnym)
pokrywa sie z klasg funkcji czesciowo rekurencyjnych

Musimy uzupetnié tezy Turinga i Churcha w nastepujacy sposéb:

Zatozenie 2.5 (Krétki kompilator) Jesli mamy dwa naturalne, réwnowazne systemom Turinga systemy
formalne F1 i F2, to zawsze istnieje jeden krotki program na systemie F2, ktory jest w stanie
zinterpretowaé wszystkie programy F1

Oznacza to, ze rdznica rozmiaru najkrotszego opisu F1l i najkrotszego opisu F2 (czegos) jest nie tylko
ograniczona przez uniwersalng statg, ale ta stata jest réwniez stosunkowo mata dla naturalnych
systemow formalnych. tatwo jest formalnie przeksztatci¢ interpreter w kompilator, dotgczajac
interpreter do programu, ktéry ma by¢ interpretowany i ,sprzedajac” wynik jako skompilowang
wersje. Rozszerza to tezy Churcha i Turinga w dwéch aspektach. Po pierwsze, méwi, ze rOwnowaznos¢
jest skuteczna, tj. ze istnieje jeden program (interpreter/kompilator), ktory skutecznie przeksztatca
programy F1 w programy F2. Tezy Churcha i Turinga stwierdzajg tylko, ze klasy funkcji obliczalnych
pokrywaja sie, pozostawiajgc otwartg mozliwos¢, ze nie ma skutecznego sposobu transformacji. Po
drugie, i co wazniejsze, rozszerzona teza stwierdza, ze kompilator jest kroétki, jesli oba systemy
formalne sg naturalne. Powyisze tezy nie mogg by¢ udowodnione jako prawdziwe lub fatszywe,
poniewaz ludzkie, rozsadne, intuicyjne i naturalne nie zostaty zdefiniowane rygorystycznie. Mozna
zdefiniowac intuicyjnie obliczalny jako obliczalny Turinga, a naturalny réwnowazny system Turinga jako



taki, ktéry ma maty (powiedzmy < 10~ bitdw) interpreter/kompilator na raz na zawsze ustalonej statej
referencji uniwersalnej maszynie Turinga. Tezy bylyby wtedy takie, ze te definicje sg rozsgdne. Z
przyczyn technicznych potrzebujemy nastepujacych wariantdw maszyny Turinga.

Definicja 2.6 (Prefiksowa/monotoniczna maszyna Turinga). Prefiksowa/monotoniczna maszyna
Turinga jest zdefiniowana jako maszyna Turinga z jedng jednokierunkowg tasma wejsciowg, jedng
jednokierunkowg tasma wyjsciowq i kilkoma dwukierunkowymi tasmami roboczymi. Tasmy wejsciowe
sg tylko do odczytu, tasmy wyjsciowe s3 tylko do zapisu, tasmy jednokierunkowe to takie, w ktérych
gtowica moze sie poruszad tylko z lewej do prawej. Wszystkie tasmy sg binarne (bez pustego symbolu),
tasmy robocze poczatkowo wypetnione zerami

Prefiks TM. Mowimy, ze T zatrzymuje sie na wejsciu p bez wyjscia x i piszemy T(p) = x, jesli p znajduje
sie po lewej stronie gtowicy wejsciowej, a x po lewej stronie gtowicy wyjsciowej po zatrzymaniu T. Zbiér
p, na ktérym zatrzymuje sie T, tworzy kod prefiksowy. Taki kod p nazywamy programami
samoograniczajgcymi.

Monotone TM. Mdwimy, ze T wyprowadza/oblicza cigg zaczynajacy sie od x (lub sekwencje w) na
wejsciu p i piszemy T(p) = x* (lub T(p) = w, jesli p znajduje sie po lewej stronie gtowicy wejsciowej, gdy
wyprowadzany jest ostatni bit x (T odczytuje cate p, ale nie wiecej). T moze kontynuowac dziatanie i
nie musi sie zatrzymywac. Dla danego x zbidr takich p tworzy kod prefiksowy. Takie kody nazywamy p
programami minimalnymi.

Tablice regut maszyny Turinga T mozna zakodowac¢ w sposdb kanoniczny jako cigg binarny, ktéry
oznaczamy przez <T>. Stad zbidér maszyn Turinga {T1,T,,...} mozna skutecznie wyliczyé. Istniejg tak
zwane uniwersalne maszyny Turinga, ktére moggy ,symulowac” wszystkie inne maszyny Turinga.
Ponizej zdefiniujemy jedng szczegdlng, ktdra pozwala réwniez na informacje poboczney.

Twierdzenie 2.7 (Uniwersalna maszyna Turinga prefiksowa/monotoniczna)

Istnieje uniwersalna maszyna Turinga prefiksowa/monotoniczna U, ktéra symuluje maszyne Turinga
prefiksowg/monotoniczng T; z wejsciem y'q, jesli jest zasilana wejsciem y'i'q, tj.

U(yitg) = Ti(y'q) Vi q.

Nazywamy to konkretne U uniwersalng maszyng Turinga. Zauwaz, ze dla p niebedacego w formie y’i'q,
U(p) nie zatrzymuje sie. W przypadku braku informacji pobocznych y = € pomijamy w ponizszym kodzie
poczatkowe y' = €' = 0. Pomijamy réwniez dodatek ,, prefiks/monotoniczny”, jesli wynika to z kontekstu,
i identyfikujemy obiekty za pomocg ich kodowania <>, tj. pomijamy <>. Ceng, jakg musimy zaptacic za
istnienie uniwersalnej maszyny Turinga, jest nierozstrzygalnos$¢ problemu zatrzymania : Nie istnieje TM
T z Vi,p[T(i'p) = 1 & Ti(p) nie zatrzymuje sie]. Zatézmy, ze taka TM istnieje, woéwczas R(i):=T{i'i) jest
obliczalne, stad 3j:Tj =R, stad R(j)=T(j'j)) =1 & Ti{j) = R(j) nie zatrzymuje sie, co jest sprzecznoscia.

Ztozono$¢ Kotoogomorowa

Aby wykorzysta¢ brzytwe Ockhama poza intuicjg, musimy sformalizowa¢ koncepcje prostoty i/lub
ztozonosci. Najpierw omoéwimy przypadek zerowej wiedzy tta y=e. Intuicyjnie cigg jest prosty, jesli
mozna go opisac kilkoma stowami, takimi jak ,,cigg miliona jedynek”, i jest ztozony, jesli nie ma takiego
krétkiego opisu, takiego jak dla losowego ciggu, ktdérego najkrétszym opisem jest okreslenie go bit po
bicie. Interesujg nas tylko opisy lub kody, ktére sg skuteczne, a zatem ograniczajg dekodery do maszyn
Turinga. Mowimy, ze (program) p jest opisem ciggu x wzgledem prefiksu maszyny Turinga T, jesli T(p)
= x. Dtugos¢ najkrétszego opisu jest oznaczana jako Kr(x) :=ming {(p) :T(p) = x}. Ta miara ztozonosci



zalezy od T i mozna zapyta¢, czy istnieje maszyna Turinga, ktéra prowadzi do najkrotszych kodéw
sposrod wszystkich maszyn Turinga dla wszystkich x. Co ciekawe, istnieje maszyna Turinga
(uniwersalna), ktéra ,prawie” ma te wiasnosc. Jesli p jest najkrotszym opisem x przy T =T, to i'p jest
opisem x przy U, stad

Kilx) < Kplz) + ery (2.8)

z cry="£(i’) i podobnie dla innych wyboréw uniwersalnych maszyn Turinga. Dtugos¢ najkrétszego opisu
x dla U jest co najwyzej statg liczba bitdw dtuzsza niz najkrétszy opis dla T. Stwierdzenie i dowdd tego
twierdzenia o niezmienniczosci jest czesto uwazane za narodziny algorytmicznej teorii informacji. Co
wiecej, dla kazdej pary uniwersalnych maszyn Turinga U' i U" spetniajacych twierdzenie o

(1Ko (2)— Ko ()| < curm).

niezmienniczosci ztozonosci pokrywaja sie az do statej addytywnej
.Poniewaz cyy~ jest zasadniczo statg kompilatora/interpretera, przypominamy sobie Zatozenie 2.5 i
interpretujemy to zatozenie jako cyy bedace matym dla naturalnych uniwersalnych maszyn Turinga U’
i U”. Odtad zapisujemy O(1) dla termindw takich jak cyy, ktére zalezg tylko od wyboru uniwersalnych
maszyn Turinga, ale sg niezalezne od rozwazanych ciggdw. Rozszerzamy definicje ztozonosci, aby
uwzgledni¢ informacje poboczne y.

Definicja 2.9 (Ztozono$¢ Kotomogorowa). Niech U bedzie uniwersalng maszyng Turinga prefiksowg
odniesienia U Twierdzenia 2.7. (Warunkowa) ztozonos¢ prefiksowa Kolmogorowa jest zdefiniowana
jako najkrétszy program p, dla ktérego U daje x (przy danym y).

K(x) := min{é(p):U(p) ==}, Kz|ly) := min{é(p) : U(y'p) = =}
» (]

Dla ogodlnych (nie-stringowych) obiektéw (jak funkcje obliczalne) mozna okresli¢ pewne domysine
kodowanie i zdefiniowa¢ K(object) :=K((object)), szczegdlnie dla liczb i par, np. skracamy K{x,y) :=
K(<x,y>) = K{x'y). Ponizej wymieniono najwazniejsze wtasnosci informacyjno-teoretyczne K.

Twierdzenie 2.10 (Wtasciwosci ztozonosci Kolmogorowa)

(1) K(x) <_i f{x)+2log, ((z). K(n) ﬁ log,n-+2logslogn

(i1) Y 2=K@ <1 K(r) > €(z) for ‘most’ x, K(n)—o0 for n— ¢
(i11) K(z|y) i’ K(x) ; K{z.y)

(iv) K(xy) < K(x,y) (f K(z)+K(ylz) € K(z)+K(y)

(v) K(x|y.KW)+K(y) £ K@y £ K(pe) & K(yla,K(2)+K(2)
(vi) K(f(x)) E K(x)+K(f) for recursive f:IB" — IB"

(vii) K(x) < —log, P(x)+ K (P) if P:B* —[0,1] is enum. and ) P(z) <1

-

Wszystkie (nie)rownosci pozostajg wazine, jesli K jest (dalej) warunkowane przy pewnym z, tj.

K{.)~ K{...|]z) and K{..ly)~ K(..[y.2). Wszystkie podane s3 waine w ramach statej
addytywnej o rozmiarze O(1), ale s inne, ktére sg wazne tylko do doktadnosci logarytmicznej. K ma
wiele wspdlnych wtasciwosci z entropig Shannona, jak byé powinno, poniewaz obie mierzg zawartosé
informacyjng ciggu. Wtasnos¢ (i) podaje gérng granice K, a wtasnos¢ (ii) jest nieréwnoscig Krafta, ktéra
implikuje dolng granice K wazng dla ,, wiekszosci” n, gdzie ,wiekszo$¢” oznacza, ze istniejg tylko o{N)
wyjatkow dla n € {1,...,N} . Podanie informacji pobocznej y nigdy nie moze zwiekszy¢ dtugosci kodu, a
wymaganie dodatkowych informacji y nigdy nie moze zmniejszy¢ dtugosci kodu (iii). Kodowanie x i y



oddzielnie nigdy nie pomaga (iv), a transformacja x nie zwieksza jego zawartosci informacyjnej (vi).
Wtasnos¢ (vi) pokazuje rowniez, ze jesli x koduje jaki$ obiekt o, przetgczajgc sie z jednego schematu
kodowania do innego za pomocg rekurencyjnej bijekcji f pozostawia K niezmienione w obrebie
addytywnych terminéw O(1). Pierwszym nietrywialnym wynikiem jest symetria informacji (v), ktora
jest odpowiednikiem reguty fancuchowej. Wtasnosé (vii) lezy u podstaw zasady MDL, ktdra
aproksymuje K{x) przez -log,P(x) + K(P). Wszystkie gdrne ograniczenia na K(z) mozna tatwo udowodnic,
opracowujac pewien (efektywny) kod dla z o dtugosci prawej strony nieréwnosci i zauwazajac, ze K{z)
jest dtugosciag najkrétszego kodu sposrod wszystkich mozliwych efektywnych kodéw. Na przyktad, jesli

To z o = O(1) jest maszyng Turinga z Tip(e'x')=x, wtedy Uleige’) = stad

2) < Eleisa) (2 E 0 () + 2og. ()
K(z)<t(eibx') =E(z) '“'"LJ-I_HUL’-‘“I’ , co dowodzi (i). W {vii) uzywa sie kodu Shannona-Fano

opartego na rozktadzie prawdopodobieristwa P. Dolne granice sg zwykle dowodzone przez zliczanie
argumentow (tatwe dla (ii) przy uzyciu (2.1) i trudniejsze dla (v)).

Koncepcje obliczalnosci

Potrzebujemy kilku koncepcji obliczalnosci stabszych niz te, ktére mozna uchwycié, zatrzymujac
maszyny Turinga.

Definicja 2.12 (Funkcje obliczalne). Rozwazamy funkcje f : N -> R:

f jest skoriczenie obliczalna lub rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje maszyna Turinga T z T(x')
=n'din/d="f(x)

f jest aproksymowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje maszyna Turinga skonczenie obliczajaca .®(.,.)

taka, ze limy o {z.t) = f(x)

o x.t) < @ .41
f jest dolng potobliczalng lub wyliczalng liczbg, jesli dodatkowo B(zt) < 6 (2:0+1)

f jest pdtobliczalna gdrna lub wspétprzeliczalna, jesli [-f] jest pdtobliczalna dolna
f jest potobliczalna, jesli f jest pétobliczalna dolna lub gérna

f jest szacowalna, jesli f jest pdétobliczalna dolna i gbrna

Jesli f jest szacowalne, mozemy skonczenie obliczy¢ e-przyblizenie z f przez gérne i dolne pétobliczanie
fikonczyé, gdy rézni sie o mniej niz €. Oznacza to, ze istnieje maszyna Turinga, ktdra, biorgc pod uwage
i—flz)| <e

-

X i €, skonczenie oblicza Y itakie, ze
flz)€g—eg+e]

(przyjmij dowolne e<1). Nalezy zauwazy¢, ze jesli f jest tylko przyblizane lub pétobliczalne, nadal
mozemy zblizy¢ sie dowolnie do f(x), ale nie mozemy opracowac algorytmu konczacego, ktéry generuje
przyblizenie . W przypadku dolnej/gdrnej poétobliczalnosci mozemy przynajmniej skoriczenie obliczyé¢
dolne/gérne granice do f(x). W przypadku przyblizalnosci, najstabszej formy obliczalnosci, nawet ta
zdolnos$¢ jest tracona. Analogicznie do nizszej/wyzszej zdolnoSci pdtobliczeniowej, mozna pomyslec o
pojeciach takich jak nizsza/wyzsza estymowalnosé, ale fatwo wykazaé, ze pokrywajg sie one z
estymowalnoscia. Nastepujace implikacje sg wazne:

. Co wiecej, daje ona oszacowanie przedziatowe

. Oszacowalna funkcja o wartosciach catkowitych jest skorczenie obliczalna
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Gtéwna wiasciwoscig algorytmiczng K jest:

Twierdzenie 2.13 ((Nie)obliczalno$é¢ ztozonoéci Kolmogorowa). Ztozono$é Kolmogorowa K:B*->IN jest
wspotprzeliczalna, ale nie skoriczenie obliczalna

Wspédtwyliczalnos¢ K jest oczywista z definicji K. Nieobliczalno$é¢ wynika z argumentu diagonalizacji:
Zatdzmy, ze K jest obliczalna. Wéwczas f(m) := min{n : K{n) > m} istnieje na mocy twierdzenia 2.10 (ii) i

jest obliczalna, K(f{fm)) = m na mocy definicji f oraz K(f(m)) = K(m)+K(f) = 2logym na mocy

twierdzenia 2.10(i,vi). Stad m < logom + c dla pewnego ¢, ale jest to fatszem dla dostatecznie duzego
m. W dalszej czesci uzywamy terminu obliczalny jako synonimu skoriczenie obliczalnego, ale czasami
takze generycznie dla niektérych form obliczalnosci z definicji 2.12. To, co nazywamy szacowalnym,
jest czesto nazywane po prostu obliczalnym, ale ma sens oddzielenie tutaj poje¢ skonczonej
obliczalnosci i szacowalnosci, poniewaz pierwsze jest koncepcyjnie tatwiejsze.

Niepewnos$¢ i: Prawdopodobienstwa

Celem teorii prawdopodobienistwa jest opisanie niepewnosci. Istniejg rézne zrddta niepewnosci, a
zatem rézne interpretacje prawdopodobienstw. Istniejg co najmniej trzy ,,szkoty”:

e prawdopodobienstwa czestotliwosciowe to wzgledne czestotliwosci. (np. wzgledna czestotliwosc
rzucania gtows)

e obiektywistyczne: prawdopodobienstwa to rzeczywiste aspekty swiata. (np. prawdopodobienstwo,
ze jaki$ atom rozpadnie sie w ciggu nastepnej godziny)

e subiektywistyczne: prawdopodobienstwa opisujg stopien wiary agenta w co$ (np. jest
(nie)prawdopodobne, ze istniejg istoty pozaziemskie)

Ponizsze podsekcje opisujg te interpretacje i podejscia iscuss do uzyskiwania prawdopodobienstw a
priori.

Uwaga. W niektérych spotecznosciach dziedzina stosowalno$ci oraz prawidtowa interpretacja i forma
teorii prawdopodobienstwa sg nadal kontrowersyjne. Dla tych czytelnikéw chcemy podkresli¢, ze
prawdopodobienstwa mozna catkowicie pomingé bez trywializacji jej celow i wynikéw. Terminologia
prawdopodobienstw subiektywnych jest uzywana w tej ksigzce wytgcznie w celach motywacyjnych i
ilustracyjnych. Nie opieramy sie na uzasadnieniu Coxa , ale podajemy uzasadnienia teoretyczno-
decyzyjne. Nawet pojecie prawdopodobienstw obiektywnych moze zostaé porzucone przez zatozenie
deterministycznych srodowisk. Niektére wyniki w ksigzce upraszczajg sie w tym przypadku, ale
zachowujg swoje znaczenie. Czytelnicy niewierzagcy w prawdopodobienstwa obiektywne i/lub
subiektywne nadal mogg uznad te ksigzke za interesujaca.

Interpretacja czestotliwosci: zliczanie



Frekwencjonista interpretuje prawdopodobienstwa jako czestosci wzgledne. Jesli w ciggu n
niezaleznych, identycznie roztozonych (i.i.d.) eksperymentéw (prob) zdarzenie wystepuje k(n) razy,

czesto$¢ wzgledna zdarzenia wynosi k(n)/n. Granica limy —.cck(n)/n jest zdefiniowana jako

prawdopodobienstwo zdarzenia. Byta to najwczesniejsza matematyczna definicja prawdopodobienstw
autorstwa Bernoulliego, opublikowana w 1713 r. Na przyktad prawdopodobienstwo, ze zdarzenie
wypadnie ortem w ciggu wielokrotnego rzucania uczciwg monetg, wynosi 1/2. Stanowisko
frekwencyjne jest najtatwiejsze do zrozumienia, ale ma kilka wad:

e Frekwencjonista uzyskuje prawdopodobienstwa z proceséw fizycznych, jak opisano powyzej. Aby
naukowo rozumowac o prawdopodobienistwach, potrzebna jest teoria matematyczna. Problem polega
na tym, jak zdefiniowac¢ sekwencje losowe. Jest to o wiele bardziej skomplikowane niz mozna by sadzi¢

i zostato rozwigzane dopiero w latach 60-tych przez Kolmogorova i Martina-Lofa. Naiwna definicja
ky [ E

p.::]-]_-mrt—tnc I

prawdopodobienstwa jest kotowa: Prawdopodobieristwo zdarzenia E wynosi
gdzie kn(E) jest liczbg wystgpien zdarzenia E w pierwszych n niezaleznych od siebie prébach. Problem
polega na tym, ze granica moze by¢ dowolna lub nawet nie istnie¢: np. uczciwa moneta moze dac:
orzet, orzet, orzet, orzet, ... tj. p=1. Oczywiscie ta sekwencja jest ,mato prawdopodobna”. W przypadku
uczciwej monety p=1/2 z ,wysokim prawdopodobieristwem”. Ale aby uczynié¢ to stwierdzenie Scistym,
musimy formalnie zdefiniowaé, co oznacza ,wysokie prawdopodobienstwo”. Oto kotowos¢!

¢ Filozoficznie, a takze czesto w rzeczywistych eksperymentach, trudno jest uzasadni¢ wybdr tak
zwanej klasy odniesienia. Na przyktad lekarz chce okresli¢ prawdopodobienstwo, ze pacjent ma
okreslong chorobe, liczac czesto$¢ wystepowania choroby u ,,podobnych” pacjentow. Ale gdyby lekarz
wzigt pod uwage wszystko, co wie o pacjencie (objawy, wage, wiek, pochodzenie, ...), nie bytoby juz
innych poréwnywalnych pacjentéw.

¢ Podejscie czestotliwosciowe jest ograniczone do (wystarczajgco duzej) prébki danych i.i.d.
Interpretacja obiektywna
Prawdopodobienstwa opisujgce niepewne zdarzenia

Dla obiektywisty prawdopodobienstwa sg rzeczywistymi aspektami swiata. Wynik obserwacji lub
eksperymentu nie jest deterministyczny, ale obejmuje fizyczne procesy losowe. Zbiér Q wszystkich
mozliwych wynikéw nazywa sie przestrzenig proby. Mowi sie, ze zdarzenie E € Q wystgpito, jesli wynik
jestw E. W przypadku eksperymentdw i.i.d. prawdopodobienstwa przypisane zdarzeniom powinny by¢
interpretowane jako czestosci graniczne, ale zastosowanie nie ogranicza sie do tego przypadku.
Aksjomaty Kotmogorowa formalizujg wtasciwosci, jakie powinny mie¢ prawdopodobierstwa.

Aksjomaty 2.14 (aksjomaty teorii prawdopodobieristwa Kotmogorowa) Niech Q bedzie przestrzenia
proby. Zdarzenia sg podzbiorami Q.

* Jesli Ai B sg zdarzeniami, to przeciecie A 1 B, suma A U B i réznica A\B sg rdwniez zdarzeniami.
* Przestrzen proby Qi zbidr pusty {} sg zdarzeniami .

* Istnieje funkcja p, ktdra przypisuje nieujemne liczby rzeczywiste , zwane prawdopodobienstwami ,
do kazdego zdarzenia.

*p(Q)=1,p{}=0

*p (AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)



N.4a={},

A1 D2 A2 D A3 | qarsen 2 . mamy limy oo (A ) =0.

* Dla malejacego ciggu

Funkcja p jest nazywana funkcjg masy prawdopodobienstwa lub miarg prawdopodobienstwa, lub,
luzniej, rozktadem prawdopodobienstwa. Prawdopodobiedstwa warunkowe sg definiowane w
nastepujacy sposob:

Definicja 2.15 (PrawdopodobieAstwo warunkowe). Jezeli A i B to zdarzenia z p(A) > 0, to
prawdopodobienstwo, ze wystgpi takze B pod warunkiem, ze wystgpito takze A, jest zdefiniowane jako

Rld) = A0S

p(A)
tatwo zauwazy¢, ze p(-|A) (jako funkcja pierwszego argumentu) jest réwniez miarg
prawdopodobienstwa, jesli p(:) spetnia aksjomaty Kotmogorowa. Mozna ,.zweryfikowaé poprawnos¢”
aksjomatéw Kotmogorowa i definicje prawdopodobiefnstw warunkowych w przypadku, gdy
prawdopodobienstwa sg identyfikowane z czestosciami granicznymi. Ale chodzi o to, aby przyjac
aksjomaty jako punkt wyjscia, aby unikngé¢ probleméw frekwencyjnych. Relacja

= — f A - 41
p(ANB)=p(B|A)-p(A) nazywana jest reguta mnozenia (prawdopodobieristw warunkowych), ktéra

jest szczegdlnym przypadkiem reguty tancuchowe;j.

Twierdzenie 2.16 (reguta Bayesa 1). Jezeli A i B to zdarzenia z p(A) > 0i p(B) >0, to

; - p[.-lfH)_ﬁ{Bj
p(B|A) = o A)

Twierdzenie Bayesa mozna tatwo udowodni¢, stosujac definicje 2.15 dwukrotnie.
Subiektywna interpretacja : Prawdopodobienstwa opisujgce stopnie wiary

Subiektywista uzywa prawdopodobienstw do scharakteryzowania stopnia wiary agenta w cos, a nie do
scharakteryzowania fizycznych proceséw losowych. Jest to najbardziej odpowiednia interpretacja
prawdopodobienstw w Al. Definiujemy prawdopodobienstwo zdarzenia jako stopied wiary w
zdarzenie lub subiektywne prawdopodobienstwo zdarzenia. Problem z subiektywnym pogladem
polega na tym, ze o wiele bardziej dyskusyjne jest, jak zdefiniowaé prawdopodobienstwo, w
poréwnaniu z prawdopodobienstwem obiektywnym. Obiektywista moze motywowac aksjomaty
Kolmogorowa za pomocg analizy czestotliwosci, ale nie ma interpretacji czestotliwosci dla
prawdopodobienstw. Jedli agent wierzy w kosmitéow i przypisuje prawdopodobieristwo 0,9 ich
istnieniu, nie ma wiekszego sensu interpretowac tego jako ,w 90 na 100 réwnolegtych wszechswiatow
istniejg kosmici” lub ,,90 na 100 podobnych agentéw wierzy w kosmitéw”. Ten problem doprowadzit
do powstania wielu réznych systemdw zajmujacych sie niepewnym rozumowaniem . Wszystkie majg
swoje wtasne problemy. Najbardziej spdjny i skuteczny system opiera sie, ponownie, na aksjomatach
Kotmogorowa, chociaz nie wszyscy zgodziliby sie z tym stwierdzeniem. Zaskakujgce jest, ze
prawdopodobienstwa podlegajg tym samym regutom, co czestosSci graniczne. Aksjomaty
Kotmogorowa mozna wyprowadzi¢ z kilku prawdopodobnych jakosciowych regut, ktérych powinny
przestrzegac¢. Naturalne jest zatozenie, ze prawdopodobienstwa mozna przedstawi¢ za pomoca liczb
rzeczywistych, ze reguty jakosciowo odpowiadajg zdrowemu rozsgdkowi i ze reguty s3 matematycznie
spdjne. Cox ] zaczyna od nastepujgcych (naturalnych) zatozen dotyczacych przekonan:



Aksjomaty 2.17 (aksjomaty Coxa dla przekonan)

* Stopien przekonania o zdarzeniu B (prawdopodobienistwie zdarzenia B), zaktadajac, ze zdarzenie A
miato miejsce, mozna scharakteryzowad za pomocy funkcji o wartosciach rzeczywistych Bel(B|A)

* Bel(Q\B|A) jest dwukrotnie réozniczkowalng funkcjg Bel(B|A) dla A = {}
* Bel(BNC|A) jest dwukrotnie ciggle rézniczkowalng funkcjg Bel(C|BNA) i Bel (B|A) dla BNA = {}

Cox pokazuje, ze kazda funkcja Bel(-|-) spetniajgca te aksjomaty jest izomorficzna z (warunkowa)
funkcja prawdopodobienstwa. Mozna uzasadni¢ zwigzek funkcyjny w aksjomatach Coxa, analizujac
wszystkie inne mozliwosci i pokazujgc, ze naruszajg one zdrowy rozsadek. Nieco silne zatozenia
rozniczkowalnosci mozna ostabi¢ do bardziej naturalnych zatozen ciggtos$ci i monotonicznosci. Dopiero
niedawno wykazano luke w wyprowadzeniach Coxa. Zasugerowano kilka poprawek poprzez
wprowadzenie dodatkowych zatozen. Wiekszo$¢ z nich wymaga, aby zakres Bela, a zatem zbiér
zdarzen, byt wystarczajgco bogaty. Parafrazujemy je jako ,dodatkowe warunki gestosci”.

Twierdzenie 2.18 (twierdzenie Coxa). Zgodnie z aksjomatami 2.17 i pewnymi dodatkowymi warunkami
gestosci. Bel (-|A) jest izomorficzny z funkcjg prawdopodobienstwa w tym sensie, ze istnieje ciggta
funkcja réznowartosciowa g:R->[0,1] taka, ze p:= g o Bel spetnia aksjomaty Kotmogorowa 2.14 i jest
zgodny z definicjg 2.15.

Wynik Coxa wzbudzit duze zainteresowanie, szczegdlnie w spotecznosci zajmujgcej sie maksymalng
entropig i sztuczng inteligencja. Jakosciowa motywacja aksjomatéow Coxa i wyprowadzenie z nich
twierdzenia Coxa jest gtéwnym teoretycznym uzasadnieniem, ze subiektywne ,stopnie przekonan”
powinny spetniac¢ te same aksjomaty Kotmogorowa, co czestotliwosci graniczne. Inne podejscia do
przekonan nie majg tej silnej podstawy teoretycznej i spdjnosci. Wykorzystujac fakt, ze subiektywne
prawdopodobienstwa podlegajg tym samym regutom, co obiektywne prawdopodobienistwa, mozemy
przedstawié regute Bayesa w szczegdlnie przydatnej formie: jak aktualizowaé przekonania w obliczu
nowych obserwacji.

Twierdzenie 2.19 (reguta Bayesa 2). Niech D bedzie pewnymi mozliwymi danymi (tj. D jest zdarzeniem

zp(D)>0),a {Hilies bedzie przeliczalng zupetng klasg wzajemnie wykluczajgcych sie hipotez (tj. H;

pvigs U Q).
sazdarzeniamiz”“ﬂ”' { ViF ] a U“ :”a - _].

Zatozono: p(Hi) = a priori prawdopodobieristwo hipotez H; (subj. prob)

Zatozono: p(D|H;) = prawdopodobienstwo danych D przy hipotezie H; (subj. prob)
Cel: p(Hi| D) = a posteriori prawdopodobienstwo hipotezy H; (subj. prob)
Rozwigzanie:

H[JD H,] ) .H,,I
QU D) s R )
> icp P(D|H; )p( H;)

Dowdd. Dowdd opiera sie na wszystkich i tylko na Aksjomatach 2.14. p{AuB)=p{A)+p{B) jesliAn 5 ={},

poniewaz  p{{}) — 0. Dla  skonczonego l, przez  indukcje, implikuje  to

\ \ ) o =
2ierPH) = plU;Hi) = p(£2) = 1 Dla przeliczalnie nieskoficzonego 1 ={1,2,3,...} z Sn:=Ui=nHi

mamy:



n—1

n=1
S p(H:) +p(Sn) p( ) US‘,L) = p(£2) = L. (2.20)
i=1

i=1

Wykorzystujac 51252255, dla dowolnego w € Q mamy: niweH, = wgHN¥i>n

Sw@SVisn swd ﬂn-?_“_ ¢ (), Sn

u)

{} poniewaz w byto dowolne => biorgc n -> o= w (2.20)
ix. —

pokazuje 2imaPl H_*} - ]. Poniewaz prawdopodobienstwa warunkowe spetniajg réwniez Aksjomaty

2.14, mamy réwniez EiE!p( H;|D)=1 (zaréwno dla skoniczonych, jak i nieskoriczonych | ). Z Definicji
2.15 prawdopodobieristwa warunkowego mamy

plHi|D)p( D} = p(H, N D} = p{ D|H;)p(H;).

Podsumowujac wszystkie hipotezy, H; daje

S p(DIH)p(H;) =Y p(H;|D)-p(D) = 1-p(D)

e el
o p(DIHOp(H) _ p(DIH)p(H)
= PUHLID) === S o1 P(D Ho)p( )

Okreslanie prawdopodobienstw a priori

Aksjomaty Kolmogorova 2.14 prawdopodobienstwa pozwalajg nam powigza¢ prawdopodobieristwa i
prawdopodobienstwa réznych zdarzen, ale nie ustalajg jednoznacznie wartosci liczbowej dla kazdego
zdarzenia, z wyjgtkiem pewnego zdarzenia Q i pustego zdarzenia {}. Potrzebujemy nowych zasad
okreslania wartosci dla co najmniej niektdrych zdarzen bazowych, z ktérych inne mozna obliczy¢ za
pomoca tych aksjomatdow. Wydaje sie, ze istniejg tylko trzy ogdlne zasady:

e zasada obojetnosci — zasada symetrii,
¢ zasada maksymalnej entropii,
¢ brzytwa Ockhama — zasada prostoty.

Podczas gdy pierwsze dwie zasady opierajg sie na podstawach fizyki statystycznej, zobaczymy, ze tylko
brzytwa Ockhama (zachowaj tylko najprostszg spdjng hipoteze) w potgczeniu z zasadg Epikura
dotyczacg wielokrotnych wyjasnien (zachowaj wszystkie spdjne hipotezy) jest wystarczajgco ogélna,
aby przypisa¢ prawdopodobienstwa a priori w kazdej sytuacji, szczegdlnie w przypadku indukcji i
innych domen typowych dla AL. Pomyst polega na przypisaniu wysokiego (subiektywnego)
prawdopodobienstwa zdarzeniom prostym, a niskiego prawdopodobienstwa zdarzeniom ztozonym:
Zdarzenia proste (ciagi) s bardziej prawdopodobne a priori niz zdarzenia ztozone. Daje to (przyblizong)
sprawiedliwos¢ zarowno brzytwie Ockhama, jak i zasadzie Epikura. W dalszej czesci odnosimy sie
réwniez do tej ogdlnej idei jako do brzytwy Ockhama. Uzycie K do pomiaru prostoty/ztozonosci
prowadzi do uniwersalnego a priori M Solomonoffa. W nastepnej sekcji kontynuujemy to podejscie.

Algorytmiczne prawdopodobienstwo i indukcja uniwersalna

Oprdcz notacji wprowadzonej w rozdziale 2.2.1, ciggi binarne o dtugosci n oznaczamy jako x=x1Xz...Xn z
Xt € IB, a nastepnie skracamy Xi.n := X1X2...Xn-1Xn | X<n & X1 ..o Xn-1 -



Uniwersalny Prior M

Ztozonos¢ prefiksowa Kolmogorowa K(x) zostata zdefiniowana jako najkrétszy program p, dla ktérego
uniwersalna maszyna prefiksowa Turinga U wyprowadza cigg x, i podobnie K(x|y) w przypadku
informacji pobocznych y (Definicja 2.9). Solomonoff zdefiniowat $cisle powigzang wielkosé,
uniwersalny prior M{x). Uniwersalny prior jest zdefiniowany jako prawdopodobienstwo, ze wyjscie
uniwersalnej monotonicznej maszyny Turinga zaczyna sie od x, gdy na tasmie wejsciowej znajdujg sie
uczciwe krawedzie monety. Formalnie M mozna zdefiniowac jako

Mz) == > 27, (2.21)

I [.-'[p:l-—-;-'-

gdzie suma przekracza minimalne programy p, dla ktérych U generuje cigg zaczynajacy sie od x (patrz
Definicja 2.6). Poniewaz najkrotsze programy p dominujg nad suma, M(x) wynosi w przyblizeniu
2K (M(z) =2~ K DHOEEE) 250im bedziemy mogli oméwi¢ stochastyczne wiasnosci M,

potrzebujemy pojecia (pét)miar dla ciggow.

Definicja 2.22 ((P6t)miary). i(x) oznacza prawdopodobienstwo, ze cigg binarny zaczyna sie od ciggu x.
Nazywamy p = 0 pdtmiarg, jesli p(e) <1 i u(x) 2 u(x0) + p(x1), a miarg prawdopodobienstwa, jesli
zachodzg réwnosci

Powodem, dla ktérego u z powyzszg wtasnoscig nazywamy miarg prawdopodobienstwa, jest to, ze
spetnia ona Aksjomaty 2.14 prawdopodobienstwa Kolmogorowa w nastepujacym sensie: Przestrzen
préby to IB” z elementami w = wlw2w3... € IB™ bedacymi nieskoriczonymi ciggami binarnymi. Zbior
zdarzen (o-algebra) jest zdefiniowany jako zbior wygenerowany ze zbioréw cylindrycznych Tyin
:={w:W1n = X1} przez przeliczalng unie i dopetnienie. Miare prawdopodobienstwa p definiuje sie

[
jednoznacznie, nadajac jej wartosci 1l ) zbiorom cylindrycznym, ktére w skrécie nazywamy

u{x1.n). Bedziemy réwniez nazywac¢ i miarg lub jeszcze luzniej rozktadem prawdopodobienstwa.
Powodem rozszerzenia definicji na podtmiary jest to, ze samo M niestety nie jest miarg
prawdopodobienstwa. Mamy M(x0)+-M(x1) < M(x), poniewaz istniejg programy p, ktore
wyprowadzajg x, po ktérym nie nastepuje ani 0, ani 1. Po prostu zatrzymujg sie po wyprowadzeniu x
lub kontynuuja w nieskonczonos¢ bez dalszego wyprowadzania. W Problemie 2.7 defekt jest
skwantyfikowany. Poniewaz M(g) = 1, M jest co najmniej pétmiarg. Teraz mozemy poda¢ podstawowq
wtasnos¢ M.
; ; ; iy . L M{z) =S . ,,._ . 9-Hp)

Twierdzenie 2.23. (Uniwersalnos¢ M). Uniwersalne wczesniejsze : =p: U(p)=z+ .. jest
przeliczalng podtmiarg, ktéra mnozy wszystkie przeliczalne pétmiary w tym sensie, ze

Ay = a—=Kip), of o
M) = 2 P ]', jesli p jest przeliczalng pdtmiarg. M jest przeliczalna, ale nie jest szacowana

ani skoniczenie obliczalna.

Ztozonos¢ Kotmogorowa funkcji takiej jak p jest zdefiniowana jako dtugos¢ najkrétszego
samoograniczajgcego sie kodu maszyny Turinga obliczajgcej te funkcje w sensie definicji 2.12. Do statej
mnoznikowej M przypisuje wyzsze prawdopodobienstwo wszystkim x niz jakikolwiek inny obliczalny
rozktad prawdopodobieristwa. Mozliwe jest znormalizowanie M do prawdziwe] miary
prawdopodobienstwa Muom (2.30) z nadal prawdziwg dominacjg, ale kosztem rezygnacji z
wyliczalnosci (Mnorm jest nadal aproksymowalny). Zobaczymy, ze M jest wygodniejsza przy badaniu
zagadnien algorytmicznych, ale prawdziwa miara prawdopodobienistwa taka jak Myorm JEST bardziej
wygodna przy badaniu zagadnien stochastycznych.



Przewidywanie sekwencji uniwersalnej

W jakim sensie M uwzglednia brzytwe Ockhama i zasade Epikura dotyczacg wielu wyjasnien? Z M(x) =
2™ widzimy, ze M przypisuje wysokie prawdopodobiefstwo prostym ciggom znakéw (Ockham).
Bardziej uzyteczne jest myslenie o x jako o obserwowanej historii. Z Definicji (2.21) widzimy, ze kazdy
program p zgodny z historig x moze przyczynia¢ sie do M (Epikur). Z drugiej strony, krdtsze programy
dajg znacznie wiekszy wktad (Ockham). Jak to wszystko wptywa na przewidywanie? Jesli M{x)
poprawnie opisuje nasze (subiektywne) wczesniejsze przekonanie o x, to M(y|x) :=M{xy)/M(x) musi

by¢ naszym pdzniejszym przekonaniem o y. Z symetrii informacji algorytmicznej K(x,y) = K(y|x,K{x)) +
K(x) (Twierdzenie 2.10(v)), i zaktadajac K(x,y) = K{xy), i przyblizajac K{y|x,K{x)) = K(y|x), M(x)= 27*® j
M(xy) = 2% otrzymujemy M(y|x) = 2-K(y|x). To méwi nam, ze M przewiduje y z duzym
prawdopodobienstwem, jesli y ma tatwe wyjasnienie, biorgc pod uwage x (Ockham i Epikur). Powyzsza
dyskusja jakoéciowa nie powinna stwarzaé wrazenia, ze M{x) i 2™ zawsze prowadza do predyktoréw
o poréwnywalnej jakosci. Rzeczywiscie, w srodowisku online/przyrostowym badanym tu K(y) = O{1)
uniewaznia powyzsze rozwazania. Na przyktad waznos$é ponizszego twierdzenia 2.25 zalezy od tego,
czy M jest pdétmiarg, a reguta tancuchowa jest doktadnie prawdziwa, zadna z nich nie jest spetniona
przez 2™ (patrz Problem 2.8). Algorytmy przewidywania sekwencji (binarnych) prébuja przewidzie¢
kontynuacje x, € IB danej sekwencji x1...xn.1. Wyprowadzamy nastepujgca granice:

-] e
Z (1M (z |z ) < — L M (xyfx o) _—%Inr'lf[;gzl,m}-c_: %in?-.‘{rn(;cl:x.}

- —1
(2.24)

gdzie ztozono$¢ monotoniczna Km(x1.-) jest zdefiniowana jako dtugos¢ najkrotszego (nieprzerwanego)
programu obliczajgcego xi1... W pierwszej nieréwnosci uzyliémy (1-a)> < -1/2lnadla0<a<1. W
réwnosci zamienilismy sume na logarytm i wyeliminowalismy wynikowy iloczyn za pomocg reguty
tafcuchowej. W ostatniej nieréwnosci uzylismy M(x) > 2% co wynika z definicji (2.21) przez
pominiecie wszystkich wyrazow w Z, z wyjgtkiem najkrotszego p obliczajgcego X. Jesli x1. jest ciggiem
obliczalnym, to Km{X1.0) jest skoriczony, co implikuje

Mizgoe) —1 (V7 (1-a,)? <oo= 1} . . . .
WLl Tt ) *z"—'_‘ -t — %t Oznacza to, ze jesli srodowisko jest obliczalng

sekwencjg (ktérakolwiek, np. cyfry t lub e w reprezentacji binarnej), po zobaczeniu pierwszych kilku
cyfr, M poprawnie przewiduje nastepng cyfre z duzym prawdopodobieistwem, tj. rozpoznaje
strukture sekwencji. Zatézmy teraz, ze prawdziwa sekwencja jest losowana z obliczalnego rozktadu
prawdopodobienstwa W, tj. prawdziwe (obiektywne) prawdopodobienstwo xXi., wynosi W(Xin) .
i (L en) J"-':-T:].'n}."llF“:m{rtJ-).

Prawdopodobienstwo x, przy zatozeniu X< wynosi zatem
Centralnym wynikiem Solomonoffa jest to, ze M zbiega sie do u:

Twierdzenie 2.25. (Zbieznos¢ a posteriori M do L)

wre) (MO —p0ze)) £ 22 K(u) < %
Z 3 et )

1 g ciBt !

Suma nieskoriczona moze by¢ skoriczona tylko wtedy, gdy réznica M(0| X«t)-(0 | x<t) dgzy do zera dla t-
> oo 7 pu-prawdopodobienstwem 1 (patrz Definicja 3.8(z) i Problem 2.7). Dotyczy to dowolnego
obliczalnego rozktadu prawdopodobienistwa p. Powodem zadziwiajgcej witasciwosci pojedynczej
(uniwersalnej) funkcji zbieznej do dowolnego obliczalnego rozktadu prawdopodobienstwa jest fakt, ze
zbiér p-losowych sekwencji rézni sie dla réznych p. Dane z przesztosci x«: s3 wykorzystywane do



uzyskania (przy t -> o) poprawiajacej sie oceny M(x¢|X«t) z H(Xt|X<t). Wihasnos¢ uniwersalnosci
(Twierdzenie 2.23) jest centralnym sktadnikiem dowodu Twierdzenia 2.25. Dowdd Twierdzenia 2.23
obejmuje konstrukcje pétmiary €, ktérej dominacja jest oczywista. Trudnos$¢ polega na wykazaniu jego
wyliczalnosci i rdwnowaznosci z M. Niech M bedzie (przeliczalnym) zbiorem wszystkich przeliczalnych
potmiar i zdefiniuj

o)=Y 27K, (2.26)

pEM

Nastepnie dominacja
fla) = 27K Wp(z) Were M (2.27)

jest oczywiste (bez 0(1) fatszowania). Czy € jest dolna pétobliczalna? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie,
musimy by¢ bardziej precyzyjni. Levin pokazat, ze istnieje maszyna Turinga T taka, ze dla kazdej dolnej
potobliczalnej potmiary v istnieje i takie, ze T(i'x’) dolna pétoblicza vi = v tj. T wylicza wszystkie dolne
potobliczalne pétmiary, by¢ moze z powtdrzeniem. Dla (uporzgdkowanego zbioru wielowymiarowego)
M = My := {vi,va,vs...} i K(vi):=K{i), mozna tatwo zobaczy¢, ze § jest dolng potobliczalng. Na koniec,
Mz)2E(x)

udowodnienie rowniez ustanawia uniwersalno$¢ M. Zaleta § nad M jest to, ze
natychmiast uogdlnia sie do dowolnych wazonych sum (pét)miar w M dla dowolnego przeliczalnego
M. Wiekszos¢ dowoddéw przechodzi dla generycznych M. i wag. Udowodnimy (to uogdlnienie)
Twierdzenia 2.25 pézniej

Uniwersalne (pét)miary

Co jest takiego szczegdlnego w zbiorze wszystkich przeliczalnych pétmiar My? Im wiekszy wybierzemy
M, tym mniej restrykcyjne bedzie zatozenie, ze M powinien zawieraé prawdziwy rozktad y, ktéry bedzie
istotny w catym tekscie. Dlaczego nie ograniczy¢ sie do wcigz do$¢ ogdlnej klasy szacowanych lub
skonczenie obliczalnych (pét)miar? Jest oczywiste, ze dla kazdego przeliczalnego zbioru M,
§lx) = Em(z) =2 e mwwr(z], 2wy <1 i wy > 0 dominuje nad wszystkimi v € M. Ta
dominacja jest konieczna dla pozadanej zbieznosci § -> |, podobnie jak w twierdzeniu 2.25. Pytanie
;. s . . s e . . . -t: £ F— %1 .
brzmi, jakie wiasciwosci posiada €. Cechg wyrdzniajgcg My jest to, ze =~ U Eme =M samo w sobie
jest elementem My. Tu §u € M samo w sobie nie jest wazng wtasnoscig, ale to, czy € jest obliczalne w
jednym ze znaczen Definicji 2.12.

Definiujemy

_."Vil § _-"I-"fg B

istnieje element M, ktéry dominuje nad wszystkimi elementami M,

& dpe M, Yre My Jw, >0%2 @ plx) > w(x)

X MiE A A
Relacja = jest przechodnia (ale niekoniecznie zwrotna) w tym sensie, ze =~ L= Mz 2> Ms

implikuje My ’—"‘M3, a Mo2Mi=2 M2 Ms implikuje MozMa. ), koncepcji obliczalnosci

wprowadzonych w rozdziale 2.2.4 mamy nastepujgce witasciwe inkluzje zbioréow



maT mMET  — MET — ST
Lo - &t - Mnnum - Mm‘lm'

i i i m

semd semi seEMi - FEI
Jur.amp - eut - "'H:m;rn el "Mappr

gdzie M™'.oznacza zbidér wszystkich miar prawdopodobieristwa odpowiedniego typu obliczalnosci c €
{comp=skonczenie obliczalny, est—szacowalny, enum=przeliczalny, appr=przyblizony}, i podobnie dla
pStmiar MM, W przypadku wyliczenia miary p mozna skonstruowaé wspétwyliczenie wykorzystujac

Tinl=1=%" .
'ﬁ.[ 1) Ly!'?**""-?{.y]'“] pokazuje, e kazda przeliczalna miara jest réwniez

wspotprzeliczalna, a zatem szacowalna, co dowodzi tozsamosci = powyzej. Przy takim oznaczeniu
semi o semi
iwez1u¢ﬂ > Mﬁ:ﬁum'

mozna odczytac Przechodnio$¢ pozwala na przyktad wnioskowaé, ze

.lv.IS £l :’> M nar
L —

BppT comp! tj, istnieje przyblizona pdtmiara, ktdra dominuje nad wszystkimi obliczalnymi

miarami. Standardowym sposobem ,,diagonalizacji” dowodzenia ""’11 ; M jest wziecie dowolnego

e

U E My, zwiekszenie” go do p tak, aby i pokazanie, ze p € M, Istnieje 7 x7 kombinacji (pét)miar

M z M, dla ktérego M 2

wyjasnione w nastepujgcym twierdzeniu, z ktérych pozostate 49 kombinacji przedstawionych w Tabeli
wynika przez przechodnios¢.

My moze by¢ prawda lub fatszem. Istniejg cztery podstawowe przypadki,

Nl M semimeasure measure

P NG comp. | est. ]cmun. I appr. || comp. l est. |appr. |
s [ comp. [ no™™ [no™ | no™ | no' || no™ [no™™ | no™
e | est. || no™ [no™ | no™ | no'™ || no™ [no™ | no™
m | enum. || ves' | yes' | yes' [ no'" ves' | ves' | no'™
i | appr. ?T 'T\'Vi'.:'v_":\f'{‘_.;"_. i\"('s’- no' || ves’ | ves’ | no™
m | comp. | no'™ | no** | no'* | no' || no™ |no*™ | no'
S est. || no' |no' | no' | no' o handit] |3 atasid il B (o4
r ,,i‘!,’,l_"';,_l‘,__,-_\'u”'I,_i,.-_"f"*”,‘. yes" | no' || yes™ |yes" | no™

Twierdzenie 2.28. (Uniwersalne) potmiary. Pétmiary RHO nazywamy uniwersalnymi dla M, jezeli
dominuja multiplikatywnie nad wszystkimi elementami M w tym sensie,

Vidw, >0:pla) 2w, v(z)Ve Prawda jest taka, ze:

(0) Jp:{p} > M

wszystkimi elementami M

‘Dla kazdego policzalnego zbioru (p6t)miar M istnieje (pét)miara, ktéra dominuje nad

7 x 2
Semr < Seme
M =M

(i) eriwane == "lenum - Klasa przeliczalnych pétmiar zawiera uniwersalne elementy
Mru-l \); AA.\I me
(i) = ‘eppr=<"tenun'. |stnieje przyblizona miara, ktéra dominuje nad wszystkimi przeliczalnymi
potmiarami
s ;;./\/1”””'
iii est omp : Nie istnieje szacowana pdétmiara, ktéra dominuje nad wszystkimi obliczalnymi

miarami



hruur }¢_ H nsr

(iv) -~ '“H” “eETT o Nie istnieje przyblizona pétmiara, ktéra dominuje nad wszystkimi
przyblizalnymi miarami

Jezeli poprosimy o uniwersalng (pét)miare, ktéra przynajmniej spetnia najstabszg forme obliczalnosci,
mianowicie jest aproksymowalna, zobaczymy, Zze najwiekszym zdominowanym zbiorem sposrod
siedmiu zbioréw zdefiniowanych powyzej jest zbidr przeliczalnych pétmiar. To jest powdd, dla ktérego
MM, .m odgrywa szczegdlng role w tej (i innych) pracy. Z drugiej strony, M*™..,, to nie najwiekszy
zbiér zdominowany przez aproksymowalng pdtmiare, i rzeczywiscie zaden taki najwiekszy zbidr nie
istnieje. Mozna zatem poprosi¢ o ,naturalne” wieksze zbiory M.. Jeden taki zbiér, mianowicie zbidr
kumulatywnie przeliczalnych pétmiar AICEM, zostat niedawno odkryty przez Schmidhubera, dla
ktérego zachodzi nawet §cem € Mcem. Twierdzenie 2.28 zachodzi rowniez dla iscrete (semi)miar P
zdefiniowanych jako

et

(=

P:IN—[0,1] with Z‘P{xj

e NV

Najpierw udowadniamy twierdzenie dla tego dyskretnego przypadku, poniewaz zawiera ono istotne
idee w czystszej formie. Nastepnie przedstawiamy dowdd dla ,,ciggtych” (pét)miar p (Definicja 2.22).
Dowody naturalnie uogdlniajg sie od binarnego do dowolnego skoriczonego alfabetu. Wartos¢ a:
minimalizujgca f{x) jest oznaczana przez argmin,f(x). Remisy sg rozwigzywane w dowolny, ale
obliczalny sposéb (np. przez wziecie najmniejszego x).

Dowdd (przypadek dyskretny), {0) Q(I}”:ZFEJ\AH”'P[IJ z wp>0 wyraznie dominuje nad

LPP

wszystkimi P € M. (ze statym wp). Poniewaz i wszystkie P sg dyskretnymi (pét)miarami, Q

jest rowniez dyskretng (pét)miara.

(i) Niech P bedzie elementem uniwersalnym w MM, i {]:::ZIPI:I:I. Normalizujemy P przez
sETmn

~ *
Q(x):=1/aP(x). Poniewaz a < | mamy Q(x) = P{x), stad @zP=MIn . Jako stosunek miedzy dwiema
JH"‘H-S’F }MSEHJ-T

funkcjami wyliczalnymi, Q jest nadal aproksymowalne, stad appr =T enum

P gemt
(i) Niech & Meomp . Dzielimy IN na fragmenty In'-{2“’1 v, 2"-1} (n = 1) 0 rosngcym rozmiarze. Przy
Xn :=argminax€inP(x) definiujemy Qan):= “'i'“+ AfATT) T i Q{x) :=0 dla wszystkich pozostatych x.
Wykorzystujac fakt, ze minimum jest mniejsze od sredniej, otrzymujemy

1 1 1 nin+1) -
J.-ﬂ} - HI:}‘}I‘ll P[ ] e If;l Z P[J‘] {_: 1 ni 2“"' = 2n—| Q{.’}."]I.

Poniewaz n(n+1)/2"! -> 0 dla n->eo, P nie moze dominowaé nad Q (PﬁQ} .Z P réwniez Q jest
obliczalne. Poniewaz P byto dowolng obliczalng pdtmiarg, a Q jest obliczalng miarg

e T 1 — 1 1 7 __ hq semi ST
2.Q@)=Limml =2l —=al=1 , to implikuje ”“'“P% Mcomp. Zatézmy teraz, ze

®

5= Mmer 4
istnieje szacowana pétmiara —M“"“‘P. Konstruujemy skoriczenie obliczalng pétmiare F-ﬁb w
nastepujacy sposéb. Wybieramy poczatkowe € > 0 i skoriczenie obliczamy e-przyblizenie Sz S(x). Jedli

S > 2¢ definiujemy P(x) = 1/28 w przeciwnym razie dzielimy € na pét i powtarzamy proces. Poniewaz



S{x) > 0 (w przeciwnym razie nie mogtoby dominowa¢, np. Tl):= w{z+1) € Mmp) konczy sie po
skoriczonym czasie. Tak wiec P jest skoriczenie obliczalne. Wstawiajac § = 2P(x) i € < 1/25 = P(x) do
IS{x) SI 0< g, otrzmeJemy | S{x)-2P{x) | < P{x), co implikuje S{x) = P{x) i S{x) < 3P(x). Pierwsze implikuje

. P2) € 3,S() < > 182 M

",tj P jest potmiarg. Drugie implikuje =3 “emp’ Stad P jest

obliczalng pétmiarg dominujacg nad wszystkimi obliczalnymi miarami, co przeczy temu, co

udowaodnilismy w pierwszej potowie (iii). Stad zatozenie dotyczace S byto btedne, co ustanawia
.'.l"'i"."l'i‘ éMﬂ‘t#T

|;“<I' CoT

BEIILE msr
(iv) Zatézmy, ze P '::M“PF" E M“FPT' Konstruujemy przyblizong miare Q, ktdra nie jest zdominowana

przez P, co zaprzecza zatozeniu. Niech P1,P,. bedzie ciggiem funkcji rekurencyjnych zbieznych do P.

- r. E
Konstruujemy xi,x,,... takie, ze Ve }_ﬂ n €N : Plan) 2 c-{,}(m”}. W tym celu rekurencyjnie
definiujemy ciagi x'n,x?,... zbiezne do x,, a z nich Q;,Q, zbiezne do Q. Niech In := {2"%,...,2"-1} i

1 _ on-1 y (o1 _a
T, =20 i(en ) >0 wtedy Tni=argminger, b ) w przeciwnym razie xt, :=x"1,.

Pokazemy, ze x',jest zbieznedlat-> oo, zak’fadajqc cos$ przeciwnego i wykazujac sprzecznosé. Poniewaz
x'n € In pewnej wartosci, powiedzmy x,, jest zaktadane nieskoriczenie czesto. Niezbieznos$é oznacza,

. Jesli

_— , . * . N i R

Ze cigg opuszcza i powraca do x , nieskoniczenie czesto, x  pozostaje tylko (zn - &y, # ) jesli
3/ 3 P T I — ot

Fi(zy)=>n . Z drugiej strony, w chwili, gdy x', powraca do x', (zp ' # Tn zy,) mamy

0, (%) = Y — i -1 — o—ntl
Fi(z}) = F(z)) =min,e;, Pe(x) < |1, __“:‘} " Stad P«(x’n) oscyluje (dla n = 12)

nieskorczenie czesto pomiedzy < 2™ i >n3, co przeczy zatozeniu, ze P, jest zbiezny. Stad zatozenie o

niekonwergentnym x byto btedne, x',jest zbiezne do x'n, a P(x"n) do wartoéci <n?. Przy x', réwniez
ol

Qul@} )= 5rrDy (i

miara Q«(x) = 0 dla wszystkich innych x) jest zbiezna. Poniewaz P(x",) < n® nie

dominuje nad Q(x",), mamy ‘”%Q Poniewaz P € M*™,,, byto dowolne, a Q jest miarg

'?ﬁi"l‘l‘! TAT
aproksymacyjng, otrzymujemy “PP’F QMGPFF
Dowdd (przypadek ciggty). Gtéwng rdznicg w stosunku do przypadku dyskretnego jest to, ze trzeba
réowniez zadba¢ o to, aby plx) = plz0)+p(rl), ze B byto respektowane. Z drugiej strony,
dzielenie na fragmenty In := B" jest tutaj bardziej naturalne.
(0) plz) =2 . Mﬂ""ﬂ{ﬂ z Wy > 0 Wjy>0 wyraznie dominuje nad wszystkimi v € M (ze statg

!.-I'.i';_.. -—1

dominacji wy). Poniewaz <=v i wszystkie v sg (pét)miarami, to p jest rowniez (pét)miara.

(ii) Niech € bedzie elementem uniwersalnym w M**™,n. Definiujemy
n

| _ Elrre)
&ﬂm'rﬂ[‘r“”] ' fIIl E{;r{tl:l} —+ E{If_fl]

(2.30)

. . . s . . . .. ':-J'I-G'I"'I'T-l- 2 & :_F; 'M:fnT:ﬂ
Przez indukcje mozna wykazaé, ze &norm jest miarg i ze Enorm(x) = §(x)Vx, stad : .

Mmﬁ? }MHL?‘.‘?‘?
Jako stosunek funkcji wyliczalnych, &.orm jest nadal aproksymowalny, stgd © " ##F* =" “enum?



asil
(iii) Niech wE M Rekurencyjnie definiujemy ciag X 1. przez x':= argmini(x*«x) i miare p

przez p(x'1x) = 1Vk i p(x)=0 dla wszystkich x ktére nie sg prefiksami x"1.x. Wykorzystujgc fakt, ze
minimum jest mniejsze od $redniej i ze W jest pétmiarg, otrzymujemy

p(@5) = min p{aZeoe) < Hu(et0)+alel)] € Sue)

-:H. {‘.lrl_LJ'b .:*I | ST
d lzin) < {3] {2) P(*im) co pokazuje, ze p nie dominuje nad p. Poniewaz € "Mgumr ip

S rrar
Meemi 3 M

dowolne, a p jest miara obliczalng, implikuje to FUTET 7atézmy teraz, ze istnieje

M!‘ﬁ‘.ﬂr
szacowana pé’fmiara TP Konstruujemy skoriczenie obliczalng funkcje = 7 W nastepujacy

sposdb. Wybieramy poczatkowe € > 0 i skoriczenie obliczamy e-przyblizenie a g >de

z o(x). Jesli
definiujemy plz) 7w przeciwnym razie dzielimy € na p6t i powtarzamy proces. Poniewaz o(x) > 0

. L . , o—&ix]
(w przeciwnym razie nie mogtoby dominowac, np.

&= p(x)

), petla konczy sie po skoriczonym czasie.

1~ 1 PR N
Wiec U jest skonczenie obliczalne. Wstawiajac oraz E= 37 = Eﬂ[m} do |o(z)—d|<e

- | 1 3 : 5
otrzymujemy lo(z) = u(z)} < 4ﬂ{£}), co implikuje 1#(T) £ olz) £ Julr), Niestety p nie jest

po’fmlarq, ale nadal spe’mia stabszg nieréwnos¢
4 )
(ID]"'P'*L‘I” [ (z0}+o(xl)] < 3 'J'LI]' =5 I”":'L] = gulz j.Czyto wystarczy, aby pierwsza
Lod .5
po’fowa dowodu (iii) przebiegta z 1/2 zastgpionym przez 2 3 T @ <1 co pokazuje, ze
. TILET } :} r]‘!.'ii'
2 Mm""” Jednakze, to przeczy H =57 = Meomp pokazujgc, ze nasza zatozona szacowalna
ﬁcm;EMmsr
poétmiara o nie istnieje, tj. M coTep

H ‘: Mswru é Mrnm

(iv) Zatézmy appT agpPr’, Konstruujemy przyblizong miare p, ktéra nie jest zdominowana

przez W, co przeczy zatozeniu. Niech pip,,... bedzie ciggiem funkcji rekurencyjnych zbieznych do p.
1,2 t

Rekurencyjnie (w t i n) definiujemy ciagi. Ynslhpr-oalhn

; y,!_t =_.ﬂ Y.

| —— ey |
W =y

zbiezne do y, i z nich p1p3 ... zbiezne do p. Niech

i t—1 2 3 f. . ¢ .
sesti P Wntn )> 3M[y‘:”), wtedy Yn i =T8Nz, fe{Yen@n) W przeciwnym razie

"'Wykazujemy, ze y', zbiega sie dla t -> oo, zaktadajgc odwrotno$é i wykazujac sprzecznosé.

t g,
Zatézmy, ze k jest najmniejszym n, dla ktérego Yn 7 Un- . Poniewaz y', -> y, dla wszystkich n < kiy',

Yok =Yk V> 1y . Zatézmy,

€ B jest dyskretne, istnieje to takie, ze ze t > to w ponizszym przyktadzie.

Poniewaz y% € B pewna wartos¢, pOW|edzmy , jest zaktadana nieskonczenie czesto. Niezbieznos¢

-~

. . . . T . . e HE
oznacza, ze cigg opuszcza i wchodzi do nieskonczenie czesto. Jesli jest opuszczony

O =0 AU o

- - ] Favoo o
pe(yeniie) = meWiwue ") > Spelyir) = Epelyer) — Eplyek)-

t—1 - i
k ! =
Jesli ~ jest wpisany (y,_ # Ik =Yi) mamy,



pe(Yeriin) = plvdpyl) = rgin#c{yikxx] < eyt ) 0) 4 (1t 1)) <
: ts
< geelyly) = mlyar) == Ju(yer).

i . 2 = ] .
Stad Hely <k k) oscyluje nieskoriczenie czesto pomiedzy > 5p(y<k) i —ﬂﬂ{y{.k]; co przeczy

zatozeniu, ze . jest zbiezne. Stad zatozenie o niekonwergentnym y% byto btedne. Z y réwniez miara

Py .
PelU) =1 (i p{x) = 0 dla wszystkich innych x ktére nie sg prefiksami y'1. jest zbiezna. Dla kazdego

) N A gt ~2n

P @ . * .
J$klﬂ':;n] = (ﬁ)n nie dominujg nad ﬂ(yt:n} =1 ':Vf - t[]} mamy H ',z ﬂ-. Poniewaz p € M*™,,,r byto
2evni T
dowolne, a p jest przyblizong miarg, otrzymujemy "H“I’PT ﬁ"uﬂm‘r'
Losowos¢ Martina-L6fa

Losowos¢ Martina-Lofa jest bardzo wazing koncepcjg losowosci pojedynczych sekwencji, ktéra jest
SciSle zwigzana ze ztozonoscig Kolmogorowa i uniwersalnym priorem Solomonoffa. Podajemy
charakterystyke rownowazng oryginalnej definicji Martina-L6fa, aby oming¢ koniecznos¢ podawania
formalnej definicji ,efektywnych testéw losowosci” :

Twierdzenie 2.31 (Losowy cigg Martina-Lofa). Cigg X1... nazywamy losowym ciggiem p-Martina-Lofa,
L . Mizyp)<cp(r1m) .
jesli istnieje stata c taka, ze dla wszystkich n .

Rownowazna formuta dla obliczalnego u jest nastepujaca:

Ty 18 M. L-random < Kmirp.,) £ —10Z (T 1.0 ) V0, (2.32)

gdzie Km{xi.n) jest dtugoscig najkrotszego (mozliwie nieprzerwanego) programu obliczajacego ciag
znakdw zaczynajacy sie od x1.,. Twierdzenie 2.31 wynika z (2.32) przez potegowanie, ,uzywajgc 2-Km

L3
= M" i zauwazajac, ze Mzp wynika z uniwersalnosci M. Rozwazmy szczegdlny przypadek, w ktérym

K jest uczciwg monetg, tj. p(xwn) = 27, wowczas x1l:oo jest losowe M.L. wtedy i tylko wtedy, gdy
Kmi(zy:n) =n, tj. jesli x1.n jest niedcisliwe. Dla ogdlnego u -logap(xi:n) jest dtugoscig kodu Shannona-
Fano z xi., stad x;->o< jest losowe wtedy i tylko wtedy, gdy kod Shannona-Fano jest optymalny. Mozna
pokazaé, ze losowa sekwencja U.M.L. X1.. przechodzi wszystkie mozliwe testy losowosci efektywnej,
np. prawo wielkich liczb, prawo iterowanego logarytmu itd. W szczegdlnosci zbidr wszystkich uM.L.-
losowe sekwencje majg p-miare 1. Nastepujgce uogdlnienie jest naturalne przy rozwazaniu ogdlnych

mieszanin Bayesa &:

Definicja 2.33. (u/€ - sekwencja losowa). Sekwencja x1.. jest nazywana p/€ - losowa, jesli istnieje stata

. T .
c taka jak Slin) SeplFinm) g wszystkich n
Zwykle € jest mieszaning pewnego M, jak zdefiniowano w (2.26), w ktérym to przypadku prawdziwa

A
jest rowniez odwrotna nierdwnos¢ §@) = pl) (dla wszystkich x). Dla skoriczonego M lub jesli £ € M
, definicja losowosci u/€ zalezy tylko od M, a nie od konkretnych wag uzytych w €. Dla M=My losowo$¢
1/€ jest po prostu losowoscig p.M.L. Im wieksze M, tym wiecej wzorcow jest rozpoznawanych jako
nielosowe. Mowigc ogdlnie, te regularnosci charakteryzujgce sie pewnym v € M sg rozpoznawane



przez losowosé p/g, tj. dla M € My niektoére losowe ciggi u/€ moga nie by¢ losowe M.L. Inne koncepcje
losowosci, np. te autorstwa Schnorra, Ko, van Lambalgena, Lutza, Kurtza, von Misesa, Walda i Churcha
mozna by rowniez scharakteryzowac w kategoriach losowosci p/€ dla konkretnych wyborow M.



